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Modelos fenomenolégicos aplicados al estudio de la

COVID-19 en Cuba
Phenomenological models applied to the study of
COVID-19 in Cuba

Jose Alejandro Mesejo-Chiong'*, Angela Mireya Ledn-Mecias'

Resumen El reciente brote epidémico de la COVID-19 en el planeta ha resultado en una seria amenaza
al desarrollo de la especie humana. Por ello se impone estudiar con todos los medios a nuestro alcance la
evolucion de esta enfermedad. En el presente trabajo se aplican modelos llamados fenomenolégicos al estudio
de la COVID-19 en Cuba. Como fuente de datos solo se requiere el reporte diario que efectian las autoridades
sanitarias de nuestro pais desde el inicio de la epidemia. Se demuestra que los modelos fenomenolégicos tienen
gran valor para realizar pronésticos que pueden guiar las intervenciones que los sistemas nacionales de salud
realizan para contener la expansion de la COVID-19.

Abstract The recent epidemic outbreak of COVID-19 on the planet has resulted in a serious threat to the
development of the human species. That is why it is necessary to study, with all the means at our disposal, the
evolution of this disease. In the present work we apply phenomenological models to the study of COVID-19
in Cuba. Only the public daily report, made by the health authorities of our country since the beginning of the
epidemic, is used as data source. It is shown that phenomenological models have great forecasting value and
its prognoses can guide the interventions carry out by national health systems to contain the expansion of

COVID-19.
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Introduccion

El reciente brote epidémico de la COVID-19 causado por
el virus SARS-CoV-2 demuestra que las epidemias siguen
representando una seria amenaza para los seres humanos. A
pesar del conocimiento acumulado en el estudio de las enfer-
medades infecciosas y de los tratamientos médicos actuales la
COVID-19 continua su expansién mundial con un gran nime-
ro de muertes y su evolucién futura es adn incierta. Por ello
el estudio de esta epidemia por todas las ramas de la ciencia
posibles es de suma importancia.

Uno de los mayores retos estd en predecir tendencias de
comportamiento futuro para preparar los sistemas de salud
al enfrentamiento a la epidemia. Un dato fundamental es el
nimero de nuevos infectados por dia, establecer cotas para
este valor es una ayuda invaluable para la preparacion y ubi-
cacion de los recursos médicos. A partir de este dato se puede
deducir la duracién del brote epidémico y el dia en que la serie
temporal de nuevos casos comenzard a demostrar una tenden-

cia decreciente. Un prondstico acertado de estas magnitudes
permite la toma de decisiones correctas.

La modelacién matemadtica de epidemias es un tema en el
cual el nimero de publicaciones es sumamente amplio, vea
[5], [111, [12], [15], [16], [27] y [29] por solo citar algunos
de los muchos textos existentes. Numerosos modelos determi-
nistas o estocdsticos se emplean para simular el desarrollo de
una epidemia. Sin embargo, elegir el modelo adecuado no es
una tarea fécil y la estimacion eficiente de los pardmetros de
este modelo tampoco lo es. Se precisa una evaluacién racional
entre muchos posibles candidatos (vea [8]). Esta situacion es
particularmente compleja cuando se trata de una pandemia co-
mo la COVID-19 cuyo comportamiento presenta atin aspectos
desconocidos para la ciencia.

Existen diferentes categorias de modelos matematicos em-
pleados en el estudio temprano de epidemias [9]. Los modelos
deterministas son aquellos que se expresan mediante ecua-
ciones diferenciales ordinarias. A esta clase pertenecen los
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clasicos y bien estudiados modelos de compartimentos SIS,
SIR, SEIR y sus numerosas variantes. Otra clase la constitu-
yen los llamados modelos fenomenolégicos. Estos modelos
se emplean en diferentes fenémenos como crecimiento de po-
blaciones, tumores, economia y epidemias, cuando se asume
que la tasa de crecimiento puede ser representada mediante
una dnica ecuacion diferencial ordinaria. Entre estos podemos
citar, el modelo de crecimiento exponencial (de Malthus) [21],
el logistico [25], el de Richards [18] y el de Gompertz [24],
asi como sus variantes generalizadas, entre otros. Estos son
modelos simples que hacen énfasis en incorporar observacio-
nes empiricas y permiten reproducir caracteristicas esenciales
del fenémeno bajo estudio.

Dada la novedad de la COVID-19, los datos disponibles
sobre su evolucién son adn limitados, sobre todo si se com-
para con epidemias como la Gripe y otras que llevan décadas
azotando a la humanidad. Los mecanismos de propagacién y
contagio de la COVID-19 no son totalmente conocidos (vea
[1]) y las medidas de contencidn aplicadas estin siendo eva-
luadas sobre bases empiricas ([3], [10], [17]). Por ello para
este estudio, hemos elegido los modelos fenomenolégicos no
lineales simples mencionados anteriormente. El objetivo es
obtener una prediccién rdpida a corto y mediano plazo de
la cantidad de casos acumulados posibles, ayudando as{ al
planeamiento de las medidas de contencion necesarias. Este
proceder se ha empleado con éxito en otras epidemias (vea [2],
[13], [14], [20], [26] y [31]) y se aplica a la actual, causada
por el SARS Cov 2 ([6], [7], [19], [23], [28], [30]).

En [31] se analizan datos de la epidemia del ZIKA en
2015-2016, en 8 estados de Brasil, mediante tres modelos: el
logistico, el de Richards y el de Gompertz. Los tres modelos
se presentan dependientes de tres pardmetros fundamentales:
el mayor nimero de casos acumulados posibles K, la tasa de
crecimiento Yy el punto de inflexién 7,. En el trabajo se
demuestra que la obtencién de predicciones en tiempo real
confiables sobre la dimensién final de la epidemia son posibles
con estos modelos.

En [30] se realiza una investigacidn sistemdtica sobre el
poder de prediccion de 8 funciones empiricas, 4 métodos de
inferencia estadistica, y 5 modelos dindmicos ampliamente
usados en la literatura. Se utilizan los datos publicos del ni-
mero de casos de la COVID-19 en nueve provincias Chinas
durante la primavera de 2020. En este trabajo se destaca la
importancia de tener un balance adecuado entre la compleji-
dad del modelo, la precision, el sobreajuste, el subajuste, la
robustez y la sensibilidad. Se plantea que la curva sigmoidea
tipica de la cantidad de infectados acumulados se puede ajus-
tar exitosamente mediante las funciones logistica, de Richards
y de Gompertz. En este trabajo se plantea el papel crucial que
juega para el prondstico el punto de inflexion; antes de la ocu-
rrencia del mismo ninguno de los modelos considerados logré
una prediccién confiable. Se plantea ademas que la funcién
logistica subestima la dimensién final de la epidemia y la fun-
cién de Gompertz la sobrestima en todos los casos estudiados.
Es esta una afirmacién que trataremos de comprobar con los
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datos de la COVID-19 en Cuba.

En [4] se usan las funciones logistica y de Gompertz para
analizar la evolucién temporal de la COVID-19 en diferentes
paises. Se propone ademds una generalizacion para la ley de
Gompertz. En este trabajo se concluye que en China las fuer-
tes medidas de restriccién tomadas por el gobierno hicieron
posible que la propagacién de la enfermedad alcanzara rapida-
mente su punto de saturacién y vaticinaron un nuevo rebrote
de la epidemia en Singapur, a partir del andlisis de los datos
de ese pais. En [2] se realiza un anélisis comparativo entre el
modelo de crecimiento logistico, el modelo de Gompertz y
sus respectivas generalizaciones, usando datos de 37 brotes
de diferentes epidemias (ébola, colera, influenza, entre otras)
en diferentes regiones del mundo, con el resultado de que el
modelo logistico generalizado es superior para el ajuste de
datos a la evolucién temporal de dichas epidemias. En [28] se
obtienen cotas superiores e inferiores para el comportamiento
de la COVID-19 aplicando cuatro modelos de crecimiento: el
logistico, el logistico generalizado, el de crecimiento genera-
lizado y el de Richards generalizado, al ajustar los datos de
infectados reportados entre el 10 de enero y el 19 de marzo
de 2020 en diferentes escenarios: toda China, 29 provincias
de China y algunos paises de Europa fuertemente afectados
por la epidemia.

En la presente contribucién se exploran los planteamien-
tos de los trabajos citados previamente, con datos del nimero
de casos detectados de la COVID-19 en Cuba. Nos propo-
nemos también explorar el valor predictivo de los diferentes
modelos y establecer una metodologia que permita hallar co-
tas de la evolucion temporal de la COVID-19. El trabajo esta
estructurado de la siguiente forma: en la seccidn siguiente se
presentan los modelos fenomenoldgicos que serdn empleados
con sus respectivas soluciones, en la seccién 2 se exponen
los resultados obtenidos por el ajuste mediante minimos cua-
drados no lineales, de cada uno de los modelos a datos de
Cuba y se sefialan detalles de implementacion relevantes, por
dltimo en la seccién 3 se discuten los resultados obtenidos y
se comentan las conclusiones més relevantes.

1. Modelos fenomenoldgicos empleados

Los modelos fenomenolégicos, como se ha seialado, son
especialmente adecuados cuando existe incertidumbre sobre
las caracteristicas epidemioldgicas de la enfermedad infeccio-
sa bajo estudio [9]. Esto es lo que ocurre con la COVID-19 por
lo cual estos modelos constituyen un punto de partida, comple-
mentario a los modelos de compartimentos, para prondsticos
a corto plazo. También pueden servir para una estimacién
temprana de la dimensién que puede alcanzar la epidemia
a corto, mediano y largo plazo, aunque no son capaces de
vaticinar brotes consecutivos.

Los modelos que estudiaremos se plantean mediante un
problema de valor inicial (PVI) del tipo

ac
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donde C(t) representa la cantidad de casos acumulados re-
portados hasta el instante (tiempo) ¢. La ecuacién diferencial
ordinaria en (1) es auténoma y la funcién f depende de un
vector de pardmetros del respectivo modelo que se ha denota-
do con p. La dimension de p caracteriza la complejidad del
modelo.

1.1 Modelo de Crecimiento Exponencial (MCE)

En la fase inicial de la expansion de una enfermedad in-
fecciosa el nimero acumulado de nuevos casos C(¢), donde ¢
tiene unidades de tiempo, demuestra un crecimiento exponen-
cial. Esta observacién empirica se expresa mediante una tasa
de crecimiento proporcional al nimero de infectados, asevera-
cién que es cierta en la etapa inicial de una epidemia, cuando
atn no se toman medidas que permitan frenar el contagio. El
modelo fenomenoldgico mas simple para esta situacion, que
en el contexto de crecimiento de poblaciones se conoce como
de Malthus [21], estd dado por el PVI

dc
— =7C, C(0) =C 2
dt Yo, ( ) 0 2
cuya solucién analitica es
C(1) = Coexp(1r). 3)

Tenemos entonces que el MCE presenta como pardmetros
a la tasa de crecimiento ¥ > 0 y a la cantidad inicial de indivi-
duos contagiados Cy > 0. Dado que 7 es positiva este modelo
pronostica un crecimiento del nimero de infectados que solo
estd limitado por el ndmero total de individuos existentes en
la poblacién. El vector de pardmetros es

puce = (7,Co) )
y evidentemente la curva dada por (3) no presenta puntos de

inflexién.

1.2 Modelo de Crecimiento Exponencial Generali-
zado (MCEG)
Al igual que el MCE, el MCEG [26] es aplicable en la
fase inicial de la epidemia. Esté representado por el PVI

dc " -
- =1 C(0) =G, 5)

donde 0 < p < 1 caracteriza la desviaciéon del MCEG respecto
al MCE. Este tipo de crecimiento se llama subexponencial.
La solucién general de (5) es

C(1)= (7+Co)"" (©)
donde
Y=Y, i =1-pu, Co=Coexp(—uCo).
El vector de parametros es
pucec = (¥, 1,Co) 7

y a partir de este se pueden calcular los pardmetros que apa-
recen en (5). Este modelo también pronostica un crecimiento
ilimitado del nimero de individuos infectados.

1.3 Modelo de Crecimiento Logistico (MCL)
El modelo de crecimiento logistico [25] estd dado por el

PVI J
C C
— = 1-—= |, C(0)=Co. 8
rc(1-5) co=a ®)
En (8) aparecen la tasa de crecimiento 7y y la llamada capaci-
dad de carga K que determina el mayor nimero de individuos

que podran ser contagiados. La solucién analitica de (8) es
B K
1+ (K/Co—1)exp (=)’

y se puede expresar incluyendo el punto de inflexién 7, de la
forma

C(1)

_ K
C Itexp(—y(t—1p)’

C() ©))

considerando que
(10)

El punto de inflexién 7, determina el momento en el cual
el nimero de nuevos infectados diarios empieza a decrecer
o andlogamente, el momento en el cual comienza la fase de
desaceleracion en el crecimiento de la cantidad de individuos
infectados acumulados. El vector de pardmetros para este
modelo es

PmcL = (%erp)' (11)

1.4 Modelo de Crecimiento Logistico Generalizado
(MCLG)
El MCLG [8] esta dado por el PVI

S0, CO=C, ()
donde de nuevo B = K~!'. El MCLG generaliza el MCL al
incluir un nuevo pardmetro i con 0 < u < 1, que cuantifica
la desviacioén en el nimero acumulado de infectados de la
tendencia exponencial inicial del MCL. Si u = 1 se tiene el
MCL y dado que u < 1, el crecimiento inicial presenta un
comportamiento subexponencial.

No existe solucion analitica para (12), por lo cual, se
requiere de métodos numéricos para hallar la solucién, dado
un vector de pardmetros

PycLG = (ﬁ7Y7“aCO) (]3)

especifico. El valor de K se obtiene nuevamente a partir de
K=p""

El punto de inflexién 7, en este modelo puede ser calcula-
do también con métodos numéricos. Se cumple que

d*c dc
il -1_ 1) =
27 = YO (RCT =B (u+ 1)) o
por lo cual, 7, satisface la ecuacién
u
C(ty)————==0 (14)
OB u+1)
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Hallar una solucién de (14) con 7, > 0 por métodos numéricos
es sencillo. Observemos que con pycrg podemos determinar
el vector de pardmetros

pmcrc = (K,7,75,Co) -

1.5 Modelo de Crecimiento de Richards (MCR)

EL MCR es una modificacién propuesta por Richards en
1959 (vea [18]) al modelo logistico, como forma simple de
ajustar datos empiricos en estudios botdnicos. Estd dado por

el PVI
d—c—yC 1— E ’ C(0)=C (15)
dr K ’ -
Tiene la solucidn analitica
K
clt) = (16)

(1+exp(—ay(r—1,)))"/*.

Esta curva en forma de sigmoide tiene el punto de inflexién

o= L1 G K" A7)
P — ay n K-« ’
y el vector de parametros es
PMcr = (K,(X7')/,Tp). (18)

1.6 Modelo de Crecimiento de Richards Generaliza-
do (MCRG)
E1 MCRG [8] se define mediante el PVI

= (1-BCY), C0) = o,
con f =K.

Este modelo generaliza el MCL, el MCLG y el MCR al
incluir los pardmetros 0 < @ < 1y 0 < u < 1. Como se sefia-
16 anteriormente, ¢ permite considerar diferentes perfiles de
crecimiento subexponencial y i mide la desviacién que expe-
rimenta la sigmoide descrita por la solucién C (¢), respecto a
la simétrica de la curva logfstica simple. La solucién analitica
no existe y por ello el PVI (19) se resuelve mediante métodos
numéricos.

El punto de inflexion 7, también se calcula mediante un
método numérico. Observemos que

19)

&

dr?

Entonces 7, es solucion de la ecuacion

El vector de parametros es

dc

= —1C* (a4 ) BC* —p) —-

PMCRG = (avﬁv%uvc()) (20)
y este nos permite calcular el vector

Pycrc = (0, K, 7,1, 7,,C) .
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1.7 Modelo de Crecimiento de Gompertz (MCG)

La llamada curva de Gompertz [31], expresada en una
de sus variantes por y = Ke " fue por muchos afios solo
de interés para los actuarios. Sin embargo, posteriormente
ha sido usada por varios autores como curva de crecimiento
en fenémenos bioldgicos y econémicos, [2], [24]. El modelo
responde al PVI

d K
9 _ e (> LC(0) =G,

dr C @h

con solucién analitica

Ct) = Kexp <_1n <cl‘(o> exp(—yz‘)) ,

que puede escribirse en término del punto de inflexién 7,
como

C (1) =Kexp(—exp(=y(t— 1)) (22)
con . ©
T,=—In({In{ — ] |.
=(n(a))
El vector de pardmetros es
pmce = (v,K, 7). (23)

Sea

v (1) =1In <’é> —In(K)—In(C),

entonces, dado que dv/dt = — (dC/dt) /C, (21) se transforma

en
@ — v (0) = (K) ~In(Cy).

Se obtiene que
v(1) = (In (K) = In(Co))exp (=71),
por lo cual una formulacién equivalente de (21) es

€ _ peexp(—m). C(0) =G,

ar @)

con B = y(In(K)—1n(Cp)). La solucién analitica de (24) es

e =crerp (5 ) exp (L exn(-m).

1.8 Modelo de Crecimiento de Gompertz Generali-
zado (MCGGQG)
Tomando en cuenta la forma (24) del PVI para el MCG
planteamos el PVI del MCGG [2] como

dac

o = BCtexp(—n),C(0) =Co. (25)
La solucion analitica de (25) es
C(1)=Co(1+B (1 —exp(~1))" (26)
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donde

Dado que y > 0 tenemos que
¢ _ R\H
KftlgroloC(t)fCo(lJrﬁ) .

La segunda derivada de la funcién en (26) nos permite calcular

que )
1 1
T,=——1In <+B> (27)
v B
El vector de parametros esta dado por
pucac = (B,7.4,Co).- (28)

1.9 Consideraciones para todos los modelos

Los modelos presentados en la secciones precedentes,
excepto el MCE y el MCEG, permiten estimar dos pardmetros
de importancia que caracterizan una epidemia. Uno de ellos
es el nimero maximo posible K de casos acumulados, que
permite estimar cuan grave serd la expansion de la epidemia.
El otro es el punto de inflexién 7, que presentard la serie de
tiempo del nimero de casos acumulados. Esta serie de tiempo
tiene que ser no decreciente y obligatoriamente, en un periodo
de tiempo considerable, debe presentar una asintota horizontal
en una poblacién finita.

Si, se permite que tanto o como U tomen valor 1, el
MCRG contiene al MCL, MCLG y MCR. No obstante, hemos
decidido presentarlos por separado para exponer las solucio-
nes analiticas (9) y (16) del MCL y el MCR respectivamente.
Estas soluciones, junto a (3) del MCE, (6) del MCEG, (22) del
MCG Yy (26) del MCGG son las que se emplean en el ajuste de
datos a los respectivos modelos. Emplear soluciones analiticas
en el ajuste de datos, es preferible a emplear aquellas que se
obtienen mediante un método de integracién numérica del
PVI correspondiente. Esta dltima variante es la inica posible
para el MCRG.

2. Ajuste de los modelos a datos de Cuba

Con el objetivo de evaluar el desempefio de los modelos en
el pronéstico del nimero acumulado de casos confirmados pa-
ra la epidemia de COVID-19 se realizan varios experimentos
numéricos con datos del brote epidémico de esta enfermedad.
Los datos han sido obtenidos de los reportes diarios sobre ca-
sos confirmados emitidos por el Ministerio de Salud Publica
de la Republica de Cuba del 11 de marzo de 2020 al 11 de
mayo 2020.

El método de ajuste empleado serd el clasico minimos
cuadrados no lineales (vea [8]). Sea ¢’ = {C; = C (t;) },_
la serie de tiempo de casos confirmados acumulados donde
t es el tiempo en dias. Tomemos como ejemplo el ajuste al
MCL, entonces el valor 6ptimo de pycr = (7, K, 7)) se busca
como solucién de

o2 &

(C;— F (t;,pmcr))*, (29)

donde, de acuerdo a (9),

K
I4exp(=y(t—7))

F (ti,pmcL) =

De acuerdo a (10) el pardmetro 7, que aparece en (29) contie-
ne el valor de Cy. Aunque el valor de Cy de la serie de tiempo
% es conocido (en el caso de Cuba Cy = 3), es preferible
incluir su valor entre los pardmetros a estimar mediante (29)
y los problemas similares para los otros modelos empleados.

La solucién de (29) y similares problemas obtenidos pa-
ra el MCE, MCEG, MCLG, MCR, MCRG, MCG y MCGG
se obtiene con la funcién fit perteneciente a la Curve Fit-
ting Toolbox de Matlab. Esta funcién permite una estimacién
robusta al emplear el método de minimos cuadrados reiterati-
vamente ponderados [22] (iteratively reweighted least-squares,
en inglés). Esta eleccién se fundamenta en que los valores de
la serie de tiempo 4 pueden estar sujetos a ruido y presentar
valores atipicos. Los minimos cuadrados no lineales clasicos
suelen ser afectados por la presencia de valores atipicos en los
datos.

Para la estimacién robusta mediante la funcién £it exis-
ten dos variantes que se activan al emplear la opcién ' Robust
con uno de los valores ’ Bisquare’ o’ LAR’'. En este tra-
bajo se emplean ambas para comparar resultados y establecer
el mds apropiado. Para mds detalles sobre al funcién £it vea
la documentacién de la Curve Fitting Toolbox.

Como se menciond anteriormente los datos pueden con-
tener ruido y valores atipicos. Esto no es inusual ya que los
resultados de pruebas para detectar la COVID-19, como el
PCR, realizados en un dia pueden ser reportados en dias si-
guientes. Por ello los valores de la serie de tiempo % pueden
presentar saltos considerables que no estdn relacionados con
la evolucién real de la epidemia y afectan la calidad de la
estimacion dada por (29). Esto indica que los valores en ¢
pueden ser considerados con cierta flexibilidad. Para demos-
trar esta afirmacién y reducir la ocurrencia de grandes saltos
en € hemos aplicado el ajuste a una versién suavizada € de
los datos. Los valores en % se calculan mediante media mévil
con un largo de 7 dias. Es decir, el valor de C; € € estd dado
por
Ciz+-4+C+--+Ci3

7

suprimiendo los valores a la izquierda de C; que tengan subin-
dice menor que 0y aquellos a la derecha con indice mayor que
n. Esta variante de suavizado garantiza que C, = C, y ademds
conserva las propiedades fundamentales del desarrollo de la
epidemia. De aqui en adelante, llamaremos datos suavizados a
aquellos que se obtienen aplicando el procedimiento de media
movil descrito anteriormente.

Ci= (30)

2.1 Valor predictivo de los modelos

El objetivo del presente trabajo es evaluar la capacidad de
los modelos fenomenolégicos presentados en la seccién ante-
rior para reproducir la evolucién de la epidemia de COVID-19
en Cuba y ademads predecir dicha evolucién. Para ello hemos
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Datos no Suavizados, Método LAR
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Figura 1. Resultados obtenidos del ajuste de todos los modelos empleando 61 dias de datos de casos confirmados acumulados.

Los resultados se obtienen empleando el método robusto LAR.

desarrollado una serie de experimentos que describimos a
continuacion:

1. Tomar la totalidad de la serie de tiempo ¢ de casos
confirmados acumulados de la COVID-19 y realizar
el ajuste de pardmetros de todos los modelos a estos
datos. El objetivo de este experimento radica en eva-
luar la capacidad de cada modelo para reproducir la
curva de casos acumulados. También permite evaluar
el desarrollo de la COVID-19 a largo plazo ya que los
modelos MCL, MCLG, MCR, MCRG, MCG y MCGG
reportan un nimero maximo de casos posibles. Hasta el
momento de la realizacion de este experimento la serie
de tiempo % constaba de 61 datos correspondientes a
los dias comprendidos entre el 11 de Marzo y el 11 de
Mayo de 2020.

2. Tomar una parte de la serie de tiempo % y evaluar el
poder predictivo de cada modelo. Para este experimen-
to hemos tomado todos los datos de € comprendidos
desde su inicio hasta 3, 4, 5, 6 y 7 semanas. Es decir,
se toman los primeros 21, 28 y asi sucesivamente hasta
49 dias de datos, se realiza el ajuste de pardmetros de
cada modelo a estos datos. Una vez obtenidos los para-
metros se predice con cada modelo el comportamiento
de la epidemia a los dias no incluidos en el ajuste y se
compara con los datos reales.

Los experimentos descritos en los puntos 1 y 2 arriba, se
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realizan para cada uno de los ocho modelos con cada una de
las variantes Bisquare y LAR (mencionadas anteriormente)
que permite la funcién £it perteneciente a la Curve Fitting
Toolbox de Matlab. Una forma sencilla de evaluar la calidad
del ajuste estd dada por el error cuadritico medio (RMSE
en inglés), este error lo calcula £it por defecto. Se debe
mencionar también que esta funcién halla los intervalos de
confidencia al 95 % para los pardmetros estimados (vea la
documentacion).

En la figura 1 se ilustra el primer experimento, descrito
en el punto 1, con datos no suavizados y el empleo del mé-
todo robusto LAR. En dicha figura aparecen representados
los resultados de los métodos MCL, MCLG, MCR, MCRG,
MCG y MCGG. Los resultados del MCE y el MCEG no apa-
recen en esta ni otras figuras ya que estos modelos predicen
un crecimiento exponencial sostenido que a los 61 dias de
epidemia en Cuba siempre sobrestima el niimero de casos
considerablemente. Como se puede apreciar en la figura 1
todos los modelos reproducen con bastante exactitud el com-
portamiento de la epidemia. El RMSE del MCL es de 25,88,
el del MCLG 11,93, el del MCR 12,56, el del MCRG 12,19,
el del MCG 16,14 y el del MCGG 20,79. EI MCL y el MCGG
tienen los peores ajustes uno por debajo (subestimando) y el
otro sobrestimando el nimero de casos posibles. EI mejor
ajuste se obtiene con el MCLG. De acuerdo a los métodos
MCL, MCLG, MCR y MCRG y segtin se observa en la figura
1 a mediados de Mayo la COVID-19 entrara en una fase de
estabilizacién donde el incremento diario del nimero de casos
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Figura 2. Resultados obtenidos del ajuste del MCL, MCR y MCG empleando 61 dias de datos de casos confirmados
acumulados. Los resultados se obtienen empleando el método robusto LAR y se muestran en forma de casos diarios reportados.

confirmados serd pequefio. El valor maximo que predicen el
MCL y el MCLG es de 1867 y 1991 casos respectivamente
y los puntos de inflexion se ubican en los dias 35 y 36 desde
el inicio de la epidemia. El MCR y el MCRG arrojan 2043
y 2015 casos maximos respectivamente y ubican los puntos
de inflexién en los dias 36 y 34. Por dltimo el MCG vy el
MCGG calculan 2188 y 2282 casos, ubicando ambos el punto
de inflexién a los 34 dias desde el inicio de la epidemia.

En resumen, con los datos de 61 dias de epidemia los
modelos predicen un nimero maximo de casos entre 1867 y
2282 con alta probabilidad de que la realidad esté entre los
2015 y 2043 casos que calculan el MCRG y el MCR. Esta
cota se alcanzara rdpidamente desde finales de Mayo. Todos
los métodos ubican la culminacién de la fase de crecimiento
exponencial sobre los 34 a 36 dias del 11 de Marzo, es decir
del 14 al 15 de Abril de 2020.

La figura 2 muestra los mismos resultados de la figura 1
para los modelos MCL, MCR y MCG. La diferencia radica en
que los resultados se reproducen como casos confirmados por

dia que no es mds que el valorde C;;; —C; con C;,Ciy) € 6.

Como se aprecia en la figura 2 el MCL ubica el “pico” de
la epidemia en el 17 de Abril y concede a este el mayor
valor entre los 3 modelos presentados. El MCL pronostica

también el descenso mds rdpido en el niimero de casos diarios.

De acuerdo al MCL después del 11 de Mayo el niimero de
casos diarios reportados debe ser menor que 10. Las fechas
del MCR y MCG para este valor son el 17 y 24 de Mayo
respectivamente.

La figura 3 muestra los resultados obtenidos por el MCL,
el MCR y el MCG al emplear datos suavizados y el método
robusto LAR. No existen diferencias significativas con respec-
to a los resultados mostrados en la figura 2. Solo que en la
figura 3 se muestran los datos reales de Cuba en su variante
suavizada. Esta forma de representacién permite distinguir
mejor la tendencia de la epidemia. Se puede observar que el
simple suavizado de los datos permite representar con claridad
el “pico” de la serie de tiempo del nimero de casos diarios.
Volvemos a sefialar que esta forma de manejar los datos afecta
poco las predicciones a largo plazo, cuando el ajuste de datos
se realiza contra nimero de casos confirmados acumulados.
Es nuestra impresién que esta misma situacion debe producir-
se si se emplean datos suavizados en el ajuste de modelos de
compartimentos.

Los ajustes obtenidos mediante los métodos MCE y MCEG
no aparecen en graficas debido a que, como se menciond, tie-
nen crecimiento exponencial sostenido. De ser incluidos en
gréficas el escalamiento del eje de las ordenadas dificultaria
la visibilidad de los restantes ajustes. No obstante estos méto-
dos tienen la propiedad de identificar con exactitud la fase de
crecimiento exponencial de una epidemia. Mds atin permiten
constatar si las medidas de contencién y prevencion que se
aplican son exitosas. Los pardmetros para medir este desem-
pefio son el Y del MCE y el i del MCEG, vea las ecuaciones
(3) y (6) respectivamente. A menor valor de ¥ menor tasa de
crecimiento exponencial, por el contrario a mayor valor de
[l menor tasa de crecimiento subexponencial. Las tablas 1 y
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Figura 3. Resultados obtenidos del ajuste del MCL, MCR y MCG empleando 61 dias de datos suavizados. Los resultados se
obtienen empleando el método robusto LAR y se muestran en forma de casos diarios reportados. Los datos de Cuba aparecen

en su variante suavizada.

Tabla 1. Valores de los pardmetros ajustados para el MCE
tomando datos parciales de 3 a 7 semanas y todos los datos
disponibles (dltima fila).

Bisquare LAR
Dias Y Co Y Co
21 0.22417 3.04889 0.19922 4.22322
28  0.13397 12.7045 0.14568 9.16943
35 0.10897 223276 0.10706 24.2119
42 0.08409 42.8058 0.08786  38.206
49  0.06544 75.0492 0.07088 60.9974
61 0.04448 153.262 0.04678  139.79

2 permiten verificar estos valores para el MCE y el MCEG
respectivamente, siguiendo la metodologia explicada anterior-
mente de tomar una parte de los datos existentes y realizar los
ajustes de pardmetros con este subconjunto.

Como se observa en la tabla 1, a 3 semanas (21 dias) de
epidemia, el valor de y era de 0,22417 y ha ido descendiendo
en Cuba hasta menos de su quinta parte con el 0,04448 obte-
nido a 61 dias de epidemia. También se aprecia en la tabla 2,
que el valor de fi asciende de 0,1222 a 0,5797. Esto refleja
el éxito de las medidas de contencién y prevencion para la
COVID-19 aplicadas en Cuba. El lector interesado podra com-
probar que tanto el descenso de 7y y el incremento de [i estin
temporalmente en proporcién a las medidas aplicadas como
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cierre de aeropuertos, restricciones al movimiento urbano e
interprovincial y obligatoriedad del empleo de mascarillas
faciales. En las tablas 1 y 2 se presentan los resultados con
ambos métodos robustos Bisquare y LAR. El valor del para-
metro Cp en la tabla 1 depende del nimero de casos maximo
que se presentan en los datos analizados. Aparentemente el va-
lor de C no influye en los ajustes del MCEG, ya que en todos
los casos, excepto en uno, estd en el valor minimo que se le
exige a la funcién £1it para el ajuste. Nuestra suposicion, que
verificaremos en trabajos futuros, es que es preferible tomar
Co = 3 (caso de Cuba) en la funcién de ajuste dada por (6).

Tabla 2. Valores de los pardmetros ajustados para el MCEG
tomando datos parciales de 3 a 7 semanas y todos los datos
disponibles (dltima fila).

Bisquare LAR

Dias Y v Co Y B G
21 0.0457 0.1222 1.05 0.1008 0.2048 1
28  0.2043 0.3069 1 0.1775 02871 1
35 0.2045 0.3065 1 0.2168 03145 1
42 0.2837 0.3536 1 0.2823 03536 1
49  0.5297 0.4432 1 0.4561 0.4227 1
61 13627 0.5797 1 1.1377 05531 1

El estudio del valor predicitivo de los modelos se muestra
en las figuras 4 a la 8. En cada una de ellas se toman varias
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Figura 4. Resultados obtenidos empleando 3 semanas de datos (21 puntos de datos).

semanas de datos, a partir de 3, de € y se realiza el ajuste de
pardmetros de cada modelo a esos datos. También se toman
las mismas cantidades de datos de la serie suavizada €, vea
(30), y se realiza el ajuste con los métodos robustos Bisquare y
LAR. Las figuras presentan los resultados de los cuatro ajustes
de pardmetros.

En la figura 4 se demuestra que pocos datos no permiten
una estimacion acertada a largo o mediano plazo del compor-
tamiento de la epidemia. El tinico método capaz de acercar
su evaluacién a los datos reales es el MCGG que sobresti-
ma cuando se emplean los datos originales (primera fila de
la figura 3). Esta figura demuestra la ventaja de usar datos
suavizados cuando el conjunto de datos utilizados es pequefio
(21 datos en este caso). Este comportamiento se debe a que
los reportes de casos confirmados de la COVID-19 en paises
y regiones del planeta comienzan con varios dias reportando 1
0 muy pocos casos, para crecer a partir de la segunda o tercera
semana. Nuestra explicacion es que los sistemas de salud no
comienzan un muestreo amplio de la poblacién hasta que no

se acumula evidencia de la expansién de la COVID-19. Se
debe sefialar que, el proceder adoptado con datos suavizados y
empleando el método LAR produce un ajuste donde los méto-
dos MCG y MCGG permiten predecir el curso de la epidemia
con bastante exactitud hasta al menos dos semanas y media
en el futuro. Sin embrago, los restantes métodos producen
predicciones a menos de una semana, que quedan por debajo
de la evolucion de la epidemia .

En cuanto aumenta la cantidad de datos el conjunto de
trayectorias que predicen los modelos empieza a acotar con
mayor grado de exactitud el curso de la epidemia. Esto se
puede observar en las figuras de la 5 a la 8. En la figura 5 los
modelos generalizados sobrestiman el curso de la epidemia
y los comunes la subestiman. Sin embargo, el MCG con el
método LAR para datos originales presenta un resultado muy
bueno, que da un prondstico que se extiende con exactitud
por casi 4 semanas. En la figura 6 el MCR presenta un pobre
desempeifio si se emplean los datos originales. Por el contrario,
cuando se suavizan los datos es el que mejores resultados
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Figura 5. Resultados obtenidos empleando 4 semanas de datos (28 puntos de datos).

demuestra.

En las figuras 7 y 8 los conjuntos de trayectorias contintian
proporcionando cotas cada vez mads cercanas a los valores
reales de casos confirmados, reportados por el MINSAP en
nuestro pais. Esto evidencia que a mayor disponibilidad de
datos, los modelos producen curvas que se aproximan cada
vez mds a las reales e incrementan su valor predictivo. Es decir,
cuando se toma un nimero de datos apreciable, en el caso
de la COVID-19 mayor de 40 puntos de datos, los modelos
pueden predecir con bastante exactitud el curso de la epidemia
en un plazo de al menos una semana. Para hacer mds confiable
esta prediccion, se puede tomar como cota inferior el valor de
nuevos casos que proporciona el MCL y como cota superior
el que proporciona el MCGG.

Las figuras 7 y 8 empiezan a mostrar la evidencia plantea-
da por [30] de que el MCL subestima y el MCG sobrestima
el curso de la epidemia. En estas figuras el MCLG apenas
se aprecia ya que su trayectoria practicamente coincide con
la que describen los datos reales. E1l RMSE del MCLG en
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la figura 7 es de 8,75 para datos no suavizados con método
Bisquare, de 9,50 para estos mismos datos y método LAR, de
5,10 para datos suavizados con método Bisquare y de 4,85
para estos datos y método LAR. Estos mismos valores de
RMSE del MCL para el ajuste mostrado en la figura 8 son
9,53, 9,58, 4,90 y 4,94 respectivamente.

3. Discusion y Conclusiones

Como se sefiala en [9], los prondsticos a corto plazo obte-
nidos con los modelos fenomenolégicos constituyen una guia
para el tipo e intensidad de las intervenciones que los sistemas
de salud deban tomar en el manejo de un brote epidémico. Un
mejor entendimiento de las caracteristicas de una epidemia
solo se puede alcanzar mediante el empleo de diferentes mé-
todos de modelacién matemadtica, con diferentes enfoques y
el empleo de datos fidedignos sobre la enfermedad. Por ello,
el estudio de la COVID-19 debe ser abordado con todas las
técnicas de modelacién matematica posibles.
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Figura 6. Resultados obtenidos empleando 5 semanas de datos (35 puntos de datos).

En este trabajo hemos demostrado que los modelos feno-
menolégicos empleados permiten un prondstico acertado de la
evolucion de la COVID-19 en Cuba. Un aspecto novedoso de
la presente contribucidn consiste en el empleo de datos suavi-

zados.

a este

En los trabajos consultados no encontramos referencias
aspecto que nos ha proporcionado resultados satisfacto-

rios principalmente cuando se dispone de pocos datos sobre
la epidemia.

Los principales resultados del estudio realizado en esta
contribucién son los siguientes:

1.

La epidemia de COVID-19 en Cuba puede alcanzar,
en esta primera ola epidémica, un maximo de 2282 ca-
sos. Esta afirmacién es vélida a partir de las medidas de
contencién implementadas. El relajamiento de estas me-
didas debe ser controlado para mantener este prondstico
vélido.

El punto de inflexién en el comportamiento de la epi-
demia ocurri6 entre los dias comprendidos del 14 al

17 de Abril. El punto de inflexién, que a diferencia del
Ilamado “pico” de la epidemia presentado por los me-
dios de comunicacion en Cuba, si posee una definicién
matemadtica bien establecida, indica que poco mds de
un mes despues del inicio de la epidemia se abandoné
la tendencia de crecimiento exponencial en el contagio.

Los modelos demuestran que las medidas implementa-
das por el gobierno y MINSAP cubanos fueron efectivas
para controlar la expansion de la COVID-19. En las ta-
blas 1 y 2 se observa claramente esta tendencia dados
los valores de Yy fi de los modelos MCE y MCEG
respectivamente.

Emplear datos suavizados mediante media mévil en
lugar de los datos originales es muy apropiado cuando
se dispone de pocos datos para realizar prondsticos
de comportamiento de la epidemia mediante modelos
fenomenoldgicos. Esta afirmacién puede ser vélida para
otros tipos de modelos como los de compartimentos y
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Figura 7. Resultados obtenidos empleando 6 semanas de datos (42 puntos de datos).

recomendamos su verificacién. En el presente trabajo
se empled consistentemente una media mévil a 7 dias,
pero este valor puede ser objeto de estudios futuros.

En el ajuste de datos se deben emplear métodos robus-
tos. Dado el empleo de la funcién fit de la Curve Fitting
Toolbox de Matlab, solo se probaron los métodos deno-
minados Bisquare y LAR. Existen otros métodos que
funciones como lanlinfit de la Statistics and Ma-
chine Learning Toolbox de Matlab pone a disposicién
de los usuarios. Una experimentacién mas amplia en
este sentido es necesaria.

La afirmacién planteada por los autores en [30] referen-
te a que el modelo MCL subestima el curso real de la
epidemia y de que el MCG por el contrario la sobres-
tima, es cierta para la COVID-19 en Cuba cuando el
conjunto de datos tiene mas de 28 valores. Con menos
valores no se cumple esta afirmacién. Un trabajo fu-
turo interesante, que también pretendemos abordar, es
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comprobar esta conjetura con datos de la COVID-19
en todo el planeta. En general pretendemos aplicar las
experiencias alcanzadas con este estudio en Cuba a todo
el planeta.

En trabajos futuros nos proponemos abordar las interro-
gantes planteadas en los puntos 4, 5 y 6 anteriores, asi como
aplicar métodos de suavizado de datos en un modelo simple
de compartimentos como el SIR o su variante SIOR. Tam-
bién nos proponemos explorar cuestiones relevantes que no
hemos abordado en el presente trabajo como la sensibilidad
de los modelos a los pardmetros y otras vias de cuantificar la
incertidumbre de las predicciones resultantes (vea [8]).
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