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Modelando la Covid-19 con solo una ecuacion
Modeling Covid-19 with a single equation

Celia T. Gonzéalez Gonzélez', Mariano Rodriguez Ricard®*

Resumen Nuestro interés en este trabajo es la presentaciéon de un modelo de dinamica de epidemia que
consta de una sola ecuacién. Se muestra la equivalencia del modelo con los clasicos del tipo SIR. Se destaca
la conveniencia del modelo para una epidemia de la que se conoce el periodo medio de recuperacion. Se
muestra un procedimiento para el ajuste de parametros de acuerdo a datos dados, y en particular, los que se
consideraron cuando modelamos la epidemia de la Covid-19 en Cuba.

Abstract Our concern in this paper is to present a dynamic model of an epidemic disease with a single

equation. We show the equivalence of this model with the classic SIR-type. The convinience of this model for an
epidemic for which it is known the recovery period, is highlightened. We show a method for the estimation of
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parameters for a given data, in particular, those considered when we modeled the Covid-19 in Cuba.
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Introduccion

Son bien conocidos los modelos de la dindmica de epide-
mias basados en un contacto aleatorio entre la poblacién de
infecciosos y la poblacién de suceptibles [1]-[3]. El ejemplo
mads simple [4] es el conocido como modelo SIS (suceptible-
infeccioso-suceptible), y que es representado por el sistema

dS/dt =yl — BSI ; dl/dt = —yI+ BSI (1)

donde S+1 =1, S es la fraccién de suceptibles e I es la frac-
cién de infecciosos respecto de una poblacién cuya cantidad
es conocida, B es la tasa de contagio (o de contacto), y v es
la tasa de recuperacién. Se asume en este modelo que los
recuperados se tornan suceptibles nuevamente.

Otro modelo muy empleado es el llamado SIR en donde
se asume que los recuperados no se vuelven a infectar. El
modelo tipico es el de Kermack-McKendrick [2],

dS/dt = —BSI ; dl/dt =BSI—vyI ; dR/dt =7y (2)

en la que se asume nuevamente que S+/+R =1, y se re-
fieren las fracciones a un tamafio de poblacién constante. En
ocasiones, el sistema ec.2 se complementa con una ecuacién
asociada a la fraccién de fallecidos (removidos) R a partir de
una tasa de letalidad 1, resultando,

dR/dt =ndl/dt , 3)

de modo que Y+ n = 1, y asi los no recuperados son los que
fallecen. El sistema ecs.2-3 se refiere ahora a las fracciones
de poblacién representadas en la suma S+7+R+R = 1.

Como que en estos modelos se asume que la poblacién
total es constante y nos referimos a fracciones de poblacion,
resulta cémodo reducir variables en el sistema, por ejemplo
eliminando la fraccién de los suceptibles. Esto puede hacerse
en cualquiera de los sistemas mencionados anteriormente.

El modelo que consideramos en este trabajo resulta de
asumir conocido el periodo de recuperacién, lo que permite
eliminar también la tercera ecuacidén del sistema ec.2. Las
ecuaciones son todas nildimensionales, y para ello hemos con-
siderado fracciones de poblacion respecto de una poblacién
total fija conocida, y una escala temporal de un dia. Asi, los
pardmetros en las ecuaciones tampoco tienen dimensiones
fisicas. Estos detalles los veremos en la Seccién 1. En la Sec-
cién 2 se muestra la funcién objetivo y la manera en que se
pueden estimar los pardmetros de la epidemia. En la Seccién 3
se muestran algunas figuras a partir de datos oficiales recopila-
dos. Al final, en la Seccion 4, damos unas breves conclusiones
del trabajo.

1. La ecuacion del modelo

Por el momento, consideremos el sistema ec.2, en el que
vamos a asumir que la fraccién de recuperados se incluye en la
de los suceptibles, resultando el sistema ec.1. Asi, basicamen-
te hay dos poblaciones, la de los no infecciosos (suceptibles
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+ recuperados) representada por S(¢) y la de los infecciosos
(sintomadticos + asintomdticos) representada por I(z). Se des-
taca que parte de la poblacién de infecciosos pasa, al cabo de
un cierto periodo de tiempo, al grupo de los recuperados. De
esta manera, S(t) +1(t) = 1, y podemos eliminar la variable
S, quedando la ecuacién para los infecciosos (= infectados)
en la forma

di/dt =1(c—BI) “

en la que hemos considerado el pardmetro

c=B-v (5)

el que debe ser positivo para que exista una poblacién de in-
fecciosos. Esta ecuacidn tiene solo dos puntos estacionarios,
I=0el= 0/, el primero es inestable mientras que el segun-
do es asintdticamente estable. Recordando que / representa
una fraccién de poblacidn, se concluye que el segundo es el
valor mdximo de la fraccién de poblacién de infecciosos. La
interpretacion de este pardmetro ¢ se aclara a continuacion.
La solucién de la ec.4 resulta facil de obtener, y se puede
representar en la forma siguiente:

B exp(ot)
1) = Lx kexp(ot) —k+1 ©

Aqui L = lim; . I() es el valor madximo de la fraccién de
infecciosos, y K representa la fraccidn inicial de infecciosos
relativa al total de infecciosos posible, esto es, I(0) = Lk. Por
esta razon, K resulta ser también un pardmetro desconocido
aunque se conozca el nimero de infectados en el momento
inicial. De esta forma, para describir la dindmica de la epide-
mia tenemos que identificar tres pardmetros: L, o, K. En este
momento es conveniente aclarar la relacion entre el nimero L
que representa el maximo de la fraccidn infecciosos, y el bien
conocido nimero reproductivo basico Ry de la dindmica de
poblaciones. De la ec.5 se sigue
c

L= 5= 1-R,! )
con lo cudl la condicién evidente para que persista la propaga-
cion de la epidemia, es decir L > 0, resulta ser equivalente a
que Ry > 1.

Resta por ver la cuantificacion de los recuperados a partir
de la evolucién en la ec.6, o de manera equivalente, la de-
terminacién de la cantidad de individuos infectados que se
mantienen activos en un momento dado. Un elemento adi-
cional que es brindado por los especialistas de salud es el
llamado periodo medio T de recuperacion de la enfermedad.
Conociendo este periodo medio de recuperacién, podemos
introducir la fraccién de infectados activos Y () en un instante
de tiempo ¢ > T, la que estard dada por

Y()=1I(t)—1(t—T). (8)

Precisamente es la curva dada por el grifico de la funcién Y (¢)
la que interesa en la prediccién, de modo que en ella se repre-
senta la cantidad de infecciosos activos en cada momento. Se
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remarca el hecho de que con los tres pardmetros mencionados
en la ec.6 y el conocimiento del periodo medio de recupera-
cién, ya tenemos la curva de la epidemia. Los tres primeros
pardmetros hay que determinarlos de los datos recopilados,
mientras que 7 debe determinarse por los especialistas a partir
del conocimiento de la enfermedad.

Complementariamente, la letalidad de la epidemia solo
puede determinarse a partir de los datos que se tengan en cada
lugar de infectacién, y depende de los recursos hospitalarios
que estén a disposicion de los enfermos, y de las condiciones
fisicas de cada infectado. Eso hace que solo estimados estadis-
ticos pudieran dar algin valor razonable de la tasa de letalidad
en la ec.3. De ese modo, la tasa de letalidad no tiene que
incluirse dentro de los pardmetros a determinar en el sistema,
pues se determina de manera independiente.

2. Estimacion de parametros

Tenemos que determinar la funcién I(¢) dada en la ec.6 y,
para ello contamos con el conocimiento de los datos recopila-
dos para intentar hacer el ajuste de los pardmetros que permita
que el grafico de la funcién I(¢) brinde la mejor aproximacién
posible a los datos oficiales sobre la cantidad de individuos
que se han contagiado en el transcurso de la epidemia. Esto es
lo mismo que decir que los puntos sobre el grafico fraccion de
poblacion infectada vs tiempo que corresponden a los datos
oficiales diarios disten lo menos posible de la curva de la
funcién 1(t).

Naturalmente, hay muchas formas de enfocar este proble-
ma y algunas de ellas muy simples. Sin embargo, podemos
considerar el siguiente enfoque. Sea la desviacién cuadrética
media

F(L0,x)= % (2?11‘{2(%1(&)))1/2 )

dada para un valor fijo de ¢. Ahora a; representa la fracciéon
de infecciosos en el i-ésimo dia seleccionado (¢;) obtenida de
los datos oficiales, mientras que M representa el total de dias
considerados. Ademds, d(.,.) representa una distancia en R.
El problema consiste en encontrar un juego de valores de los
pardmetros para el cudl la funcién objetivo en la ec.9 alcance
un valor minimo local en el espacio de pardmetros. Puede que
exista mas de un minimo local para esta funcién objetivo, pero
al menos en el ejemplo que nos ocupa, se pudo identificar uno
solo. Pudiera también ocurrir que no se garantice la conver-
gencia al minimo por un método de aproximaciones sucesivas
dado, pero no fue ese el caso en el ejemplo estudiado. Otro
aspecto a destacar es que el juego de pardmetros en donde
se logra la mejor aproximacion depende de la seleccion de
los valores y dias seleccionados. Por supuesto, deberia ocurrir
que, a medida que se consideren més puntos, los juegos de
pardmetros que representen la mejor aproximacion se encuen-
tren cerca de un cierto conjunto de atraccion en el espacio
de parametros y el valor minimo alcanzado por la funcién
objetivo serd menor, al precio de célculos cada vez mayores.
Nuestro interés es solo indicar la tendencia de la dindmica
para que se puedan tomar decisiones apropiadas. Un papel
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muy importante lo tiene el exponente de crecimiento ¢ y la
determinacion de la cantidad maxima de individuos R de los
que resulten ser infectados a lo largo de la epidemia.

Se puede obtener la férmula para encontrar el valor t =7
en el que alcanza el maximo de la funcién Y (¢) que describe
la fraccién de infecciosos activos. Esto se logra derivando
respecto de la variable ¢ en la ecuacién ec.8 teniendo en cuenta
la férmula ec.6, e igualando a cero. Asi

1 (1-2k o
tzcyln( K'2 €G>.

Se aclara que la tasa de letalidad en la ec.3 también puede
ser otro pardmetro més a determinar teniendo en cuenta las
cifras oficiales de los fallecidos, a través de una funcién obje-
tivo apropiada. Entendemos que los valores obtenidos en ese
caso pueden ser muy diferentes de los que se hayan tenido en
realidad.

(10)

3. Modelado de la Covid-19

En esta Seccidon mostraremos diferentes graficos que fue-
ron obtenidos en la prediccidon de la curva de infecciosos
activos para la epidemia de la Covid-19 en Cuba, lo que a su
vez servird de ilustracién de la metodologia indicada.
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Figura 1. Linea de puntos oscuros=I(t); Linea de puntos
claros=I(t-T); Linea continua=Y(t). El eje X representa los
dias considerados, mientras que el eje Y representa la
fraccién de infectados. La fraccién de infectados se considerd
sobre una poblacion de referencia de 10000 individuos.

Los célculos para la obtencién del minimo local de la fun-
cién objetivo se hicieron considerando que el dia inicial fue
el 03/04/2020 y se consideraron los datos de 30 dias posterio-
res para la construccién de dicha funcién. Para determinar el
minimo local de la funcién objetivo se emple6 una variante
del Método de Newton para la obtencion de las sucesivas
aproximaciones.

El punto en el espacio de pardmetros en donde se alcanzé
el minimo de la funcién objetivo fue:

L =0,2005 ; k =0,0505; o =0,1095,
y el valor de esa funcién en el punto de minimo fue

F =5,0616x107*.

Se considerd en los cédlculos que el periodo medio de recupe-
racion fue de 18 dias, resultando de la ec.10 la igualdad

.1 1-2k
f=—In|—— 9.
2Gn< K2 >+

El gréfico en la fig.1 corresponde a los valores anteriores.
En ese grafico aparecen tres curvas: la de puntos oscuros
corresponde al grafico de la curva que representa la fraccion
de individuos infectados, la de puntos claros corresponde a la
fraccién de infectados que dejan de serlo, bien por que se han
recuperado o porque han fallecido. Aunque de la figura 1 se
puede estimar el tiempo 7 en donde se alcanza el médximo de
infecciosos activos, también se puede determinar de la ec.11,
obteniéndose que 7 = 36 dias aproximadamente a partir del
dia inicial, es decir, del 3 de abril del 2020.

La fraccién de fallecidos se estimé a partir de una tasa de
letalidad que es estimada por via estadistica, y que en aquél
momento fue n = 0,04. Digamos que la fraccién de fallecidos
(o removidos) fue obtenida de

R(t) =nlI(t).

Notemos que a partir de la ec.6, la férmula en la ec.12 permite
una estimacién del nimero de fallecidos en cada dia.

Y

12)

4. Conclusiones

Las conclusiones que se obtienen del sistema de Kermack-
McKendrick son equivalentes, para un mismo tamafio total de
poblaciodn, a las que se obtienen mediante la ecuacién sencilla
ec.4. La dinamica asociada a esta ecuacion es bien conocida,
se identifica usualmente como la ecuacion logistica y que se
interpreta de maneras diferentes segiin sea el fenémeno que
se esté modelando. Lo basico que hemos considerado es la
existencia de dos clases: la de los suceptibles, que incluye a
los recuperados; la de los infecciosos, a la que hay que res-
tarle los que son recuperados a lo largo de la epidemia (estos
pasan a la clase de suceptibles, al menos formalmente) y los
removidos. La poblacién de referencia que consideramos en la
Seccion 3 fue de 10000 individuos, a partir de las cantidades
de infecciosos detectados en los primeros dias de la epidemia.

Entre las ventajas que tiene el proceder que hemos presen-
tado aqui se tienen las siguientes: la solucién de la ecuacién
para la fraccién de infecciosos se expresa analiticamente (ec.6)
y eso permite que el ajuste de pardmetros se haga de manera
simple. Eso también determina la posibilidad de describir la
funcién que representa la fraccion de infecciosos activos de
manera analitica, y también una férmula para la obtenci6én
del tiempo donde se alcanza el maximo de esta poblacién de
infecciosos activos.

Es conveniente aclarar que estos modelos de la dindmica
de epidemias reflejan mejor la realidad cuando los individuos,
por alguna razén, estin mas ajenos a la forma de trasmi-
sién, aunque sepan que para contagiarse hay que tener algin
contacto directo o indirecto con un individuo enfermo. Mds
precisamente, estos modelos no tienen en cuenta ni el temor
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al contagio que puedan tener los individuos, ni el alcance de
las medidas gubernamentales. De modo que es de esperar que
los estimados de la cantidad de individuos enfermos mediante
estos modelos, sean superiores a la real.
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